
１ はじめに

水路業務法や測量法において，水路測量や測量

が準拠すべき地球の形状として回転楕円体が規定

されている．そのため，それらの法律に基づき地

球上での位置や距離を正確に把握するためには，

回転楕円体上の幾何学が必要である．また，相対

国も同様に回転楕円体を用いていることから，地

理的中間線の算出等，我が国の管轄海域の精密な

画定にも回転楕円体上の幾何学は必要不可欠な知

見である．しかしながら，計算機による実装済み

のプログラム等が身近になった現在，初学者に

とっての資料はかえって少ないように思われる．

回転楕円体上の幾何的な概念のうち，最も基礎

となる距離や方位の計算方法についてはこれまで

多くの研究がなされてきた．特に回転楕円体上の

２点を最短で結ぶ測地線に沿った長さを２点の距

離と定義する場合には，計算式に楕円積分が含ま

れることから解析的に解くことは不可能である．

そのため，積分を級数展開し距離精度を１mm以

下に抑えた Rudoeによる計算法（Bomford,１９８０,

pp．１１７）や変分法による積分の計算法（辰野，

１９８９）が提唱されてきた．

しかし，それらの論文等では必ずしも式にいた

るまでの説明が十分ではない場合がある．

そのため本稿では，既存資料をもとに大学教養

課程程度の解析学の知識で，回転楕円体上での幾

何学の基本的な事項からはじめ，測地線及び航程

線の算出まで解説を行うこととする．既存資料と

しては，Web上でも現在入手できる E. Williams

による「Navigation on the spheroidal earth」（Wil-

liams,２００２）が，回転楕円体上の幾何学の基本的

な事項を含んでいることから，これを紹介すると

ともに，一部追記及び誤りを修正することとし

た．また，それを踏まえて，測地学において広く
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用いられている T. Vincentyによる距離計算法

（Vincenty，１９７５）を詳述した．

Vincenty（１９７５）による距離計算法は，前述の

積分を級数展開したものに対し，計算量を減らす

ため入れ子形とすべく係数等に処理を施したもの

である．

同手法については，測地学の一般的な教科書で

ある（Bomford, １９８０, pp．１２３）や Rapp（１９９３）

その他の資料において簡単に触れられているが，

基礎的な事項から式の展開まで詳細に解説したも

のは，筆者の知る限り無い．

本稿の構成は，第２節において楕円体上の幾何

学の基本的な性質及び楕円体上の線分の距離式の

解説，第３節において航程線の解説，第４節にお

いて回転楕円体上の測地線の解説を行った．ここ

まではWilliams（２００２）による資料を主に和訳し

ているが，各節の前書き及び文中で「※」を付与

した部分は筆者の追記・修正である．これらを踏

まえて第５節では Vincenty（１９７５）の詳細な説

明を行った．末尾には付録１として，Williams

（２００２）における記述に対する追記及び誤りの修

正を行ったほか，付録２として，変分法による測

地線の条件式の導入，付録３としてプログラミン

グによる Vincenty（１９７５）の実装に適した表記

及び本稿で用いた記号の凡例を記載した．

数式の展開には一部，数式処理ソフトMaxima

を使用している．本稿の訳文または主に第５節以

降の記述においての誤りは全て筆者に帰着する．

２ 回転楕円体の幾何学

本節ではWilliams（２００２）に従い，回転楕円体

上の幾何学に必要な基礎的な事項を述べる．

多くの目的において地球の形状を球体として取

り扱うことは適切であるが，実際には地球の平均

水面はそれとは異なった幾何学形状でより正確に

近似される．それは扁平な回転楕円体であり，一

つの楕円体を短軸の周りに回転することで得られ

る．球体に比べて，回転楕円体は極で潰れた形状

をしている．地球の扁平率は極めて小さく約３００

分の１であり，それらの扁平率を仮定しても航法

上，ほとんどの場合で差が小さいため，球での近

似は大体の場合適切なものとなる．球において

は，一般的に用いられる座標系は緯度と経度であ

るが，回転楕円体においても同じである，しかし

回転楕円体においては「緯度」が何を指している

のか注意しなければならない．

Fig．１は回転楕円体の極軸に沿った断面図であ

る．�点は回転楕円体の中心で，�点は北極で

ある（※回転楕円体上の概念的な北極である）．

子午線で構成される楕円の長軸��の長さを�と

し，短軸��の長さを�とする．楕円上のある点

�は座標 ������������ �であり，�����は更

成緯度（reduced or parametric latitude）と呼ば

れる．点��は点�から��の構成する地軸と

平行に伸ばした線上で，中心から半径�の点で

ある．����は地心緯度（geocentric latitude）

と呼ばれる．しかしながら，航法や測地学におい

て用いられる緯度は測地緯度（geodetic latitude）

（※通常，測量等で得られる緯度はこれにあた

る）と呼ばれるものであり，それは点�上の地

平線と極軸のなす角であると定義される．それは

Fig．１では角度�に等しい．経度�は球と回転

楕円体では全く同じ定義である．すなわち，子午

Fig．１ Cross section of the spheroidal earth.
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線と基準子午線との間の角度である．また，ここ

では通常の約束通り，北向きの緯度と東向きの経

度を正として扱う．３次元直交座標において，

回 転 楕 円 体 上 の 点 は ����������,

���������, ������として表される．回転楕円

体の形状を表すものとして，長軸と短軸の半径

���以外を用いる方法もある．扁平率 �（flatten-

ing）は �������で定義され，離心率�（eccen-

tricity）は����������で定義される．WGS８４

の 回 転 楕 円 体 で は，���	
���	
�，

���������
��	��	である．定義から�と �は，

��������� （１）

（※����������	，��	�	�����	程度である．

また，上記の���の値は水路業務法施行令で規

定されている値と一致する）で表されることとな

る．

（１）微分幾何学

本項ではWilliams（２００２）に従い，回転楕円体

上の緯度や曲率の概念を導入し，回転楕円体上の

微小三角形における緯度，経度，方位及び距離の

関係を整理する．

楕円の子午線に沿った更成緯度の変位��は

Fig．２の通りである．極軸に沿った方向の変位は

������� ���������となり，赤道（水平）方向

の変位は������� ����������である．

このことから，測地緯度と更成緯度の関係は以

下で得られる（※付録１に解説を追記した）．

�������������� （２）

そして，子午線方向の変位は以下を得る（※付

録１に解説を追記した）．

���������������� �������������� ��

�� ����

�����������	��
������� （３）

��は点 Pの子午線曲率半径という．

また，�	軸からの距離�
については，

�
�������
�����

����������
（４）

Fig．３より更成緯度と経度の微小な変位��，

��により，北方向に����������� ��，そして

東方向に�������，それぞれ変位が生じる．

故に三平方の定理から，楕円体上の微小な曲線

の長さ��は

������ ������������������� ����� � （５）

そして，（３）式より（※付録１に説明を追記した）

������
��������

���������
�
����� �����

���������� �	
� � （６）

方位�については以下を得る（※最初の等式

は Fig．３から自明である．その次の等式は付録１

に説明を追記した）．

����� ����

����������
��

��

�
�������������� �

����
��

��
（７）

Fig．２ Cross section of the spheroidal earth along a
meridian and enlarged view.
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ここでは再び（２）式を用いて，更成緯度を測

地緯度に変換している．与式（５），（６）及び（７）

は回転楕円体上の距離と方位の関係を表す基本的

な式である．

３ 航程線

本節ではWilliams（２００２）に従い，回転楕円体

上の航程線の概念を述べる．

航程線（rhumb line）とは，方位を一定に保つ

道程のことである．それゆえ，回転楕円体上の航

程線は（７）式を�を定数として満たすこととな

る．（７）式を積分することで，始点 ������ �を

通って�の方位角を有する航程線上の点 ������ �

については，

����
��� ����

�
���

��	
��
��	
��� � ���	
��

���	
��� ��� �� �
��

��

�����������
�

�
��
�

� � ���	
��
���	
��� ����� �� �

��

��

（８）

の式が満たされる（※（８）式の右辺を�を定

数として�で微分すればよい）．

逆に，経度��が与えられたときに，緯度��を

求めるには，����をスタートとし，以下の式を

繰り返すことで得られる．

����
�
�������������������� � （９）

※ただし，������������ �は

���
��

�
��
�

� � ���	
��
���	
��
���	
���
���	
���

	 
����� �����
����

� �とする．
また，（６）（７）式から方位角�を一定にする

ことで，航程線の弧長��を求める微分方程式を

得る（※第５節で追記する）．

	��

	�
�


����� �
��	�����	
���� ����

（１０）

これにより，弧長��は

���
� ����� ��� �

��	�
（１１）

ただし，� ���は子午線に沿って赤道から緯

度�まで測った際の距離であり，下記で表され

る（※（３）式より自明）．

� ����
�
�

� ����

����	
����� ����
	�� （１２）

形式的には第二種楕円積分� ���� �の項で表さ

れ，

� ����
 �������
��	
����	�

����	
����
� � （１３）

これらを ����の項まで展開してやると，� ���

は近似的に

�����
 ���
�

�
���

�

��
���

�

���
��� ���

� ���

�
���

�

��
����

�

����
��� �	
���

� ����

���
����

�

����
��� �	
���

Fig．３ The spheroidal earth and its infinitesimal trian-
gle with azimuth alpha.
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� ����

����
��� ���	����� （１４）

となる．

完全に緯線に沿った東西方向の航程線は（８），

（１１）式で発散してしまうが，この場合は�が一

定のため，（６）式から以下を得る（※Fig．３より

自明）．

���
�
��������� �
������	���

（１５）

�軸に経度を，�軸に与式（８）のうち�	�以後

の項����	
�

�
��
�

� ������	�
�����	�� ����� �を緯度�に

対する関数として用いた写像を（基準緯度を赤道

とした）メルカトル図法と呼び，その図法上，航

程線は一定の方位角で直線として表現される（※

Williams（２００２）中，緯度�に対してメルカトル

図法の関数として� ���が挙げられているのは

誤りである．メルカトル図法については野村

（１９８３）等を参照）．

４ 回転楕円体上の測地線

本節ではWilliams（２００２）に従い，回転楕円体

上の測地線の概念と条件式を導入する．また，回

転楕円体上に補助球の概念を導入することで，測

地線の距離を算出するための微分方程式を述べ

る．さらに，Vincenty（１９７５）を第５節で詳述す

る上で必要となる回転楕円体と補助球の経度差の

概念を述べる．

ある滑らかな曲面上の２点を結ぶ最短の道をそ

の曲面上の測地線と呼ぶ．通常の平面では測地線

は直線となり，球体では大円が測地線となる（大

圏航法）．注意すべきこととして，摩擦なしに

滑っていく道は常に測地線となる．これは測地線

の定義による特徴が，その道の各点で局地的な曲

率の中心が常に接平面に垂直であるということに

よる．すなわち，測地線からその粒子を偏向させ

るような接平面上の力が存在しないということで

ある．変分法による一般的な計算から与えられた

曲面の計量（※すなわち（５），（６）式）について

測地線の方程式を導くこともできるが，ここでは

より単純な議論を行う（※変分法による測地線の

方程式の導出は付録２に追記した）．

質量	の粒子が回転楕円体の表面を滑ってい

ると仮定する．平面に垂直な一定の力は，仕事を

行わないので，粒子の運動エネルギー	
���と

その速度
は一定である．加えて，回転楕円体

の対称性から全ての平面に垂直なベクトルは極軸

を通るため，一定の力は極軸に関してモーメント

０である．それゆえ極軸に沿った角運動量は保存

される．Fig．１と（３）に関連して，これを，

	
��	����と表せる．ただし
��	�は粒子の

速度の方位成分，��は粒子の�軸からの距離

である．これにより，（４）式を使うことで，以下

を得る（※Williams（２００２）中，（１６）（１７）式にお

いて��とあるが，�の誤りである）．

��	�
����
��	�
���

������	���
������� （１６）

この測地線の赤道�������における方位角

を��とすると，

��	�
����
��	�
���

������	���
���	�� （１７）

となる．この式は更成緯度�を用いた最も単

純な式の形である．そして，測地線の計算は一般

に �����を用いて行われ，必要に応じて（２）

式を用いることで，測地緯度に変換することとな

る．

実際に，回転楕円体の測地線上の方位角�と更

成緯度�の関係は，対応する球体の大円（Fig．４）

（※ここでは auxiliary sphere：補助球と呼ぶ）に

おける測地線での関係と，共通の値��を介して

一致する（※球体での測地線の条件は付録１に追

記した）．しかしながら，距離と経度差の式は

� ����のオーダーで異なる．大円の距離と経度差

の式は，回転楕円体のそれらを求める際に，繰り

返し法や摂動法の一次近似として用いられる．

（１）測地線長

本項ではWilliams（２００２）に従い，回転楕円体

上に補助球の概念を導入することで，測地線の距

離を算出するための微分方程式を述べる．
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Fig．３及び式（１７）より，����はそれぞれ

����������������
��
��

�� �������������
����

（１８）

とかける．ただし，符号は����に一致する．

よって，回転楕円体上の測地線について，赤道

からある点まで測地線に沿った距離を��で表す

とすると，

���

��
����������

�������
�������������

��� ��������������
	�������
�	��������
�

����������
�������

�������������
（１９）

とかける．

ここで，補助球上で赤道から大円までの弧長を

��とした時，変数変換を��������������とす

る（※Fig．４参照，付録１で�の定義を説明す

る）．
また，����

�������
���� とすれば，下記を得る

（※付録１で展開を追記した）．

���

��
������������ ������������ （２０）

��の級数で展開し，項別に積分を行うことで

我々は��を求めることが出来る（※付録１で展

開を追記した）．

��

�
�����

�

�
���

�

�
���



��
�����

�

����
��� �

������ �
�

�
� �����

�
����

�

���
����



���
��� �

������ ��

��
� ������

�
����

�

�
��� �

����� �

����
� ������

�
�� �

������ ���

������
� ����� 	�� （２１）

測地線に沿った２点間の距離

�������� 	��������� 	は，三角関数の和積公式

�������� 	��������� 	��������	� 	���������� 	

ただし�	������� 	��

を用いて，（２１）式の差を取ることで求められる．

これは２つの点が非常に近接している場合，桁落

ちを避けることとなるため，最も精密に求められ

る．

Vincenty（１９７５）はこの結果を計算により適し

た入れ子型の式になるよう調整を行った（※第５

節で Vincenty（１９７５）については詳述するため，

これ以上の記載は割愛する）．

Fig．４ The spheroidal earth（green）and its auxiliary
sphere（blue）and enlarged view of auxiliary
sphere.
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（２）経度差

本 項 で はWilliams（２００２）に 従 い Vincenty

（１９７５）の詳細を第５節で詳述する上で必要とな

る回転楕円体と補助球の経度差の概念を述べる．

再び，Fig．３より，

����� ����

����������
��
��

（２２）

これに補助球上の大円の弧長�及び測地線の

条件式（１７）式より下記を得る（※第５節に説明

を追記した）．

��
��
��	��


���� �������
�	���� ��
�������
�	���� �

（２３）

楕円体の扁平率が極限まで小さくなった球，す

なわち��
を考えた場合，���となる．ただ

し，�は補助球上の大円の弧長�に対応する経度

差であり，������	��
����である（※第５節

に説明を追記した）．

（２３）式を��の項で展開し，項別に積分をする

ことで下記を得る（※第５節に説明を追記した）．

�������	��
�
�������	�����

�����	���������	���������（２４）

ただし，

�
��
�
���

�

�
������

�

��
����������

���
�

�
��
�����������������

���
�

��
���

�

�
��������

�

���
������������ �

���
��

���
�����

�

��
����� �

���
���

�����

�������
 （２５）

Vincenty（１９７５）は再びこの結果の式を調整

し，計算により適した入れ子の形式にした（※第

５節で Vincenty（１９７５）については詳述するた

め，これ以上の記載は割愛する）．

５ Vincenty（１９７５）による距離計算方法

ここでは，これまでの結果を元に Vincenty

（１９７５）の内容を解説する．測地学の第一問題

（ある地球上の一点に対し，指定の方位距離で進

んだ測地線の終点を求めるもの）及び第二問題

（地球上の二点に対し，それらを結ぶ測地線の方

位距離を求めるもの）に分けて，考察を進めるこ

ととしたい．

（１）測地学の第一問題

まず，与えられた地球上の一点の測地緯度��

を，更成緯度を��，経度を��，指定された方位

を��，距離を��とする．測地線上，指定された

方位距離を進んだ点の測地緯度��，更成緯度

��，経度��を求めたい．

まず，Vincenty（１９７５）にある式を紹介する

（※プログラミングにおける記述のように既知と

なる右辺により左辺を算出する形式で記載する．

下記（V１）等は Vincenty（１９７５）中の式番号で

あり，Vnotは notationの意である）．

����������������� （V１）

�	��
�������	��� （V２）

��������
��


���� （Vnot）

	��� ��

�����
�
������������� ��
������� �	� �

（V３）


� ��

�
��
����������������������	� �

（V４）

����������� （V５）

����� ��
�	�����������
�

�
������������������� �

�

�
�����������	������������������	�

（V６）
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������� ��
��
������� � （V７）

ただし，数列����は，初項は�����として，

（V５）～（V７）を，繰り返し����の値の変化が

十分小になるまで行う．以降，����が収束した値

を�と書く（※����の値が十分一定になるとき，

それは�����にほぼ等しいものとなる）．

�������	���
����
�����	��
����
�����

�

�

�	�������	����	���
����
���
�������

（V８）

����� �	���	���

����
�����	����	��
����

（V９）

��
�

�

����� ������
������ �� � （V１０）

�����������	�������	��	
����	�

��
�������
�����	� �
�（V１１）

������ �	���
��	����	���
����
���
����

（V１２）

�������

以上が Vincenty（１９７５）の結果である．

以下，各式の説明を行う．

（V１）式関連

Fig．５に対し，球面三角法の余弦定理（※付録

１の（１６）（１７）式関連を参照）より，


������ ��
����
��������� �

��	����	�������� �
������� �

��
�����	�����	���
����
����

より（V１）式を得る．

（V２）式関連

球面における測地線の条件であり，Vnotも上

述の定義と同じである．

（V５）～（V７）式関連

測地線上の２点について，赤道上からの距離の

差����	��� ������	��� �を取って�で割り，�の

定義及び三角関数の和積の公式を用いると，以下

を得る（※楕円体上の２点が測地線で結ばれる場

合，その測地線を赤道まで巻き戻すことを考え

る．ここでは，その赤道上の点における方位角を

��，２点の�の値をそれぞれ��	��とした．また

表記の簡便のため�������と表記する）．

����	��� ������	��� �
�

����
����
���� �

�
����	�	���

�

�
�


�

�
���




���
���


�

����
���
���� �

�
����	�	����

�

���
��




���
���


�

����
���
���� �

�
���	�	���� 



���
��


�

���
���
���� �

�
����	�	���� �
�

������
���
���� �

また，��はその定義から（（V６）式参照）

�����	��
����	��
�

�
�	��	
���
����	

��

������	����
���	


���	��
����	��
�

�
�	���
����	

��
�

��
���	����
���	

とかける．

よって上の式の結果とあわせれば，

����	��� ������	��� �
��

���������
���� �

�
����	�	�����
�
�


�

�
�


�

�
��

���



���
���


�

����
���
�����
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������������
��

�
�
	
�
�
��

	��
�

��

�	�
��

�

���

�	�
����	����

����������
�
�


��
�
	
�
�
��

	�
�
��

�
���

�	��
����	����

������������
	
�
�
���

	
	���
����	��� �� �

となるが，実際 A，Bの定義より，

���
��

�
�
��

	�
�
	���

�	�
�

���

����
����	��

���

�
�
��

	��
�

��

�	�
�

���

�	�
����	��

��


��
�
��

	�
�
�
���

�	��
����	��

となるため，先ほどの式の右辺の多くが打ち消し

あうこととなり，右辺には���	��以外の項とし

ては， 	
�
���

�	�
， 	
�
����

	
	���
に�������が乗ぜ

られたものが残ることとなる．

よって，����の値の変化がほぼない状態となっ

た際には，（V７）式がほぼ���	��程度の精度で

成立する．これは�	��	��		であることから，

角度にして	��		rad，距離にして０．１mm以上の

精度となることがわかる．

（V５）～（V７）式を繰り返すことで����が一

定の値に収束することを，以下で説明する．

まず，����がある値�に収束した際には，下

記の式が成立する．

�����
�	


�
���������

ただし，�������と表記した．

また，����の定義から

����	��
�	


�
��������である．

���	���	��
�������と小さいこと，及び

����が三角関数の積であることから����の�

での微分は，	���	��
以下となる．よって，����

を�で微分すると負 �������	�	���	��
� 	と

なる．

����は初め �����
�	


�
��としているが，

�����
�	


�
及び ����の微分の大きさより

�����
�	


�
の至近に，目標とする�が存在するこ

とがわかる．

また ����の主要な項を取り上げ る と

���������������� より ����	�		���	��


となる．

ここで任意の整数�について，������
 
	
�



となることを数学的帰納法で確認する．

まず���については，

�������
�	


�
�������������������より

������
 
������
 
	
�


より明らかである．

次に���で成立を仮定したとき，����の�

の周りでのテイラー展開により

����	���
 
�� ����� 	�������
 
�

�������������������
�
���

��
�����������

����
���������


��	���	��
���������
�
���

��
�����������

����
����

	
	��
	�


������
 
�
������
 
�

��
�
������
 




�
�� �

	
	��
	�


������
 
�
������
 
�

�	
�
������
 



��
�� �

ここで仮定より ������
 
	
�


		より

����	���
 


	
	��
	�

	�
	
�	
�
	
��
�
	
�

�� ��	��

	�

	

	�	��
	
�



が成立する．よって任意の整数�について，

������
 
	
�


となる．

このことから	�	
�
������
 
�

�


となる．

次 に 上 記 の 式 か ら 	
�
������
 
		よ り，

	
�
������
 
を公比とする等比級数が収束するこ
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とに注意すると，

��������� �

�
���
���

������� ��
������� ��

��
�
������� ��

��
�� �

����
���

������� �

���
�
������� �

�
���
���
������� �
�
�

�
���
���
������� �

が任意の整数�について成立する．

これを繰り返せば

��������� �� ���
���
� ��������� �� ���

���
� ��

よって����は���で�に収束する．

以上は傾きを��で近似した Newton法と思っ

ても良い．

これで指定された方位距離を進んだ点の測地緯

度��，更成緯度��，経度��を求める準備が整っ

た．

再び（２２）式以降の説明がそれらを求めるのに

適しているため，以下ではその説明を述べること

とする．

（２２），（２３）式関連

（２２）式は Fig．３より自明である．�の定義

	
���	
���	��より，

�	�� ��	
����	����

また，�の定義式の両辺を微分すると，

��
��
� �	���	�

��	
����	����

よって，（７）式の ��
��
の変換式を用いれば，

��
��
���
��
��
��
� �����	���

�	�
����

��
��

�
��������	���	
�����
���	���	
����

����
�	���	�

��	
����	����

となる．

ここで，後半の部分を簡便にすると，

	
���	��	
���及び�の定義式を用いて

�����	���	��	
����	���	�
�	��	�

� 	
����	���	�

�	���	
����	����

さらに簡便にするために，上と同じく

	
���	��	
���及び�の定義式を用いて

�	�� ��	
�
���

�	��� � �	���	�

��	
����	����

が成立する．

よって，

��
��
�
���� ���	���	
���	 
�
���	���	
���

	
���

となり，（２３）式を得る．

次に，�����	
�������を示す．

補助球において，回転楕円体から補助球に移し

た点の緯度を�とし，その点と補助球上の大円

を赤道上まで巻き戻した点との経度差と弧長差を

それぞれ�,��とする．��をその赤道上の点の方

位とする．

補助球上の三角形に対して，正弦定理と余弦定

理よりそれぞれ，

	
��
	
��

�
	
��	
����
	
���

�	���		
�
��� ��		

�
�	
� 	

�
��� �	
�	

�
�	�

となり，よって与式を得る．

（２４），（２５）式関連

今 ���を定数としたとき，下記の関数を���

でマクローリン展開を行うと，

�
������
�

�
�

�
�
���

�
�
����

�
�
�����

��
�	����

であるから，同様に�を変数として，また

���	���とすると，（２３）式は

��
��
�	
���

���� ���	���	
���	 
�
���	���	
���

� 	
���
���	
���

���	
��� �
�
��

�

�
����	
�����
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�
��

��
��������� ���

���

��	
��������� �
���

となる．ここで�����������������の項を，三

角 関 数 の 倍 角 定 理 を 繰 り 返 す こ と で

�����������������の項で表すようにすれば，

（２５）式の �����の定義とあわせて，

�
����

��������
�������

�
�
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� �
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�
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� �

��������
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�
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���
� ���
 ����

���
� �
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�����
����

���
� ���
����� �
��

���
� �

��
�����
���

���
� ������	�

�
����

��������
������� �������������

��������������������������	��
とかける．

これらを�で積分すると（２４）式に一致する

ことがわかる．ただし，初項については，

�������������の両辺を�で微分することで，

�
�����

��
��
�����

�
�����

また２乗することにより

�
�����

��������
�����
�����

�
�����

�
��������������������

�����

�
����������������

�����
�
�������������

�����

�
��
��
�

����
��������

となる．よって，初項を�で積分すると�とな

ることに注意する．

（V１０），（V１１）式関連

測地学の第一問題に戻り，始点と終点について

（２４）式の差をとると，以下のように表される

（※以下は，�������，�������としている．

また�����������������������������������

を用いている．Fig．５を参照）．

�������������� ��� �

���������������������������������

��������������
�����	��
また，（V１０）式より

�		����	�����
	������及び���	���	�から，

����	�
	��

�
�
	
�

�
�

	
��

��
���	��

������	���	��

同じく

������
	��

�
�
	
�

�
�
	
��

�
���	��

������	����	��

������
	
��

��
���	��������	�����	��

が成立することに注意すると，上記の（２４）式の

差をとったものは

���������	������������������

�������������������������������

���	��

と表される．よって��	��の精度で（V１１）式

が得られた．	�
��������より，角度 radが

この精度で決定されると，楕円体の長半径が



��
	���であることから，対応する距離は

概ね	�����
�	��の精度で決定されること

になる．また，先ほどの����の精度�����とあ
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わせ，角度の精度は�����rad程度であることが

分かる．このため，プログラムの実装の際には

���������の値の変化が�����rad以下になるまで

計算を繰り返すこととなる．末尾のプログラミン

グに適した表記を参照されたい．

（V９）式関連

本文中の通り，測地線の始点，終点及び北極が

なす補助球上の三角形（Fig．５）について，正弦

定理及び余弦定理からそれぞれ，
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�����

	
���	
�
�

�
���� �	
��

�
���� �

����
�

�
���� ���� �

�
���� �	
��

������
���������
	
���

	
���	
���
	
�������������

となるが，同じく余弦定理から

	
�
�

�
���� ��	
��

�
���� �	
��

����
�

�
���� �����	
���

より�����を消去して（V９）式を得る．

（V１２）式関連

補助球上の三角形について，“終点と北極を結

んだ大円が赤道と交わる点”と，始点を結んだ弧

長の角度を仮に �とした場合，�が関係する２つ

の隣接する三角形について，余弦定理をそれぞれ

用いることで，

	
���	
���	
������������	
���

	
���	
���	
������������	
������

�	
���	
���	
���	
������������	
���

また，測地線の始点，終点及び北極がなす補助

球上の三角形（Fig．５）について余弦定理より，

	
�
�

�
���� ��	
��	
��

�
���� �

��������
�

�
���� �	
������ �

	
�
�

�
���� ��	
��	
��

�
���� �

��������
�

�
���� �	
���

がそれぞれ成立する．

������
�����
	
���

�
�����

	
���	
���

にこれらを用いることで�����を�������で表

すことが可能となり，（V１２）式を得る．

（V８）式関連

（２）式より，

�����������
�����
	
���

分子については，上述の通り，補助球上の北極

と測地線の始点と終点がなす三角形について余弦

定理から，

������	
������������	
���	
���

が成立することから示される．

分母については，まず上記の（V１２）式の経過

Fig．５ Detail of a transferred geodesic on the auxiliary
sphere ; P１：starting point, P２：end point.
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から

������������������������������������

が成立する．

さらに，測地線の条件式とあわせて

�������	������������������������
��

� �������������	����������
�� ������

から分母も成立し（V８）式が示された．

よって，測地学の第一問題は解かれた．

（２）測地学の第二問題

引き続き，与えられた地球上の二点の測地緯度

を��，��，更成緯度を��，��，経度を��，��とし

た場合に，それらを結ぶ測地線の始点における方

位��と二点間の距離��を求める．再び，Vincenty

（１９７５）に戻り，第二問題の各式を挙げる（※プ

ログラミングにおける記述のように既知となる右

辺により左辺を算出する形式で記載する）．

�	�
�� （V１３）

������	���������
��

	�������������������������
�（V１４）

������������������������������（V１５）

�������������� （V１６）

������������������������� （V１７）

�����������������������
������

（V１８）

ただし，�は，（V１３）を第一近似として，（V

１４）から（V１８），（V１０），（V１１）を値の変化が

無視できるほど微小になるまで繰り返す．また

��は（V３），（V４），（V６）より求められるが，

これにより，

�����	����
 （V１９）

������ ���������
�������������������������

（V２０）

������ ���������
��������������������������

（V２１）

以上が，Vincenty（１９７５）の結果であり，以後

これらの説明を行う．

まず，始点，終点及び北極が構成する補助球上

の三角形 Fig．５において，余弦定理を用いて，

���������
�
���� �����

�
���� �

���� �
�
���� ���� �

�
���� �����

より，（V１５）式を得る．

また，これを２乗して整理することで，

��������������������

��������������������������

������������������

一方，

���������� ����������������������������� ��

������������������� ��������� �

��������������������������

������� ������������������ �

より（V１４）式を得る．

また，同じ三角形において，正弦定理及び測地

線の条件式を用いて，

����
����

�
���	������

�����

��������������������������
����

�����

よって（V１７）式を得る．

Computation of geodesics and rhumb lines on spheroid

－ 49－

／【Ｌ：】Ｓｅｒｖｅｒ／勝美印刷／海洋情報部研究報告　第５０号／本文／○研究ノート２  2013.03.19 11.11.25  Page 63 



また，差積の公式

��������������� ���
�

� ���� ���
�

� �及び
�の定義式を用いて

������������������������

���
�����
�����

�����
�����

より（V１８）式を得る．

また，測地線の条件式及び（V１７）式を用いれ

ば，

	
����
�����
�����

�
�����

�
�����
����

����
�����

	
����
�����
�����

�
�����

�
�����
����

����
�����

となるが，上と同じ三角形において正弦定理を用

いると，

����
����

�
�����
�����

����
����

�
�����
�����

が成立する．これらと（V１４）式を用いれば上記

	
����	
���を表す二式の分母はそれぞれ

���������� ��������
�����
������ ����

� ������������������

��������������������������

���������� ��������
�����
������ ����

� ������������������

� ��������������������������������������������������

とかける．さらに，����を����で表すよう変

形して

���������������������������であることか

ら，（V２０），（V２１）式が成立する．

よって，測地学の第二問題は解かれた．

６ まとめ

本稿では，回転楕円体上の幾何学において，特

に主要な役割を果たす測地線及び航程線につい

て，説明を行った．上記で紹介した Vincenty

（１９７５）による回転楕円体上の距離計算法は測地

学の一つのスタンダードとして利用されている．

実際，Web上で同手法を実装したツールが U.S.

National Geodetic Surveyや Geoscience Australia

等の各国の公的機関のウェブサイトで散見される

（参考文献等に URLを記載した）．

一方で，同手法は地球上の対蹠点に極めて近い

二点等の極端な事例においては，収束に時間を要

したり，誤った値が出たりすることが知られてお

り，改良する手法が F. Karney（２０１２）で提唱さ

れている．しかし，それらは一般的な状況では問

題とならないこと及び回転楕円体上の幾何学の基

礎的な事項からはじめ，広範な解説を行うことが

本稿の目的であることから，ここでは一般に知ら

れている Vincenty（１９７５）の公式について解説

を行った．より専門的な事項の理解には上記の F.

Karney（２０１２），Rapp（１９９３）等を参照された

い．また，Vincenty（１９７５）の誤差は一般にはmm

級以上の精度といわれている（Bomford,１９８０,

pp．１２３）．本稿では第５節で述べた級数展開等か

ら一般的な誤差を同様に見積もった．

Vincenty（１９７５）は一般の商用 GISソフトウェ

アにも実装されているようである．しかし，GIS

ソフトウェアを使用する際に，距離計算の細部に

ついて利用者が意識することは少ないであろう．

そもそも GISソフトウェアで用いられる「距離」

が回転楕円体上の測地線に沿った距離なのか，ま

た別の図法上の距離なのかは，はっきり明示され

ていないことも多い．そのため，場合によって

は，利用者は本稿で述べたような知見をもとに慎

重に判断を行うべきである．

当庁業務においても，管轄海域の画定等，楕円

体上において中長距離の精密な距離計算が必要と

なることは多くあり，その技術的背景として本稿

で述べた知見は有益であると考えている．
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要 旨

我が国では水路業務法や測量法の国内法におい

て，地球の形状を回転楕円体として定義してい

る．それゆえ，それらの法令に則って地点の位置

や距離を精密に決定するためには，回転楕円体上

の幾何学が必要となる．また，回転楕円体上の幾

何学は我が国と相対国との地理的中間線の算出

等、排他的経済水域等の管轄海域を精密に画定す

るのに寄与することとなる．本稿では回転楕円体

上の幾何学に関するいくつかの基本的概念，特に

測地線や航程線を紹介する．また，T. Vincenty

が１９７５年に提唱した測地線を計算する方法の詳

細を記述する．

付録１ 各節の補筆・修正

付録１では，特に（２１）式までの展開を追記

し，またWilliams（２００２）における誤りを修正す

る．

（２）式関連

Fig．２から，�が微小な��変化した時，

�������は，�����������より，

����������となる．

同じく，点�から赤道平面と平行に地軸に向

かう方向の長さ�������は，����������で

あるから，����������より与式を得る．

（３）式関連

Fig．２から，

���������������������� �� �������
�

��
������ ��

��	��������� ��

となる．また，ここで（２）式の両辺を２乗し，

整理した上で，�と�の正負の向きが等しいこ

とから，

�����
����

	���������

また，（２）式を�で微分することで
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よって先ほどの式に戻り，

����������� ��

�� ��
�������

���������� �

�

��

���������� �
�� �����

���������� ����
��

また，������ ��	����
が成立するので，

（３）式を得る．

（６）式関連

（５）式の右辺第一項には，上記で求めた

�����
����

����������

の関係式，また右辺第二項には，（３）式を用いる

ことで（６）式を得る．

（７）式関連

２番目の等式について説明する．上記で求めた

�����
����

����������

の関係式，また��と��の関係式を用いること

で以下を得る．

����

����������
��

��

�
����

����������
�

����������

��

��

��

��

��
�

��������������
����������

��

��

ここで，

�

�
���������� � ����

����������

を用いれば，（７）式を得る．

（１０）式関連

（６）式より，

������
�������������	����
�

	���������
������
�
	����
����

	���������
�� �
���

	����
�

	���������
�
���

�����

（１６），（１７）式関連

Williams（２００２）の原論文中，（１６）（１７）式に

おいて��とあるのは�の誤りである．測地線上

のどの点でも方位角�と更成緯度�には（１６）

式があるので，赤道上に適用して（１７）式を得

る．

また，回転楕円体ではなく球体において，測地

線（すなわち大円）を考えたときに，（１６）式と

同じ条件が成立することをみておく．まず，球面

三角法の２定理を紹介する．

半径�の球体上の三点を取り，それらを最短

の弧（大円）で結んだ球体上の三角形を考え，内

角がそれぞれ ��	�
とし，その角に対応する対

辺の弧長をそれぞれ ��������とする．このとき，

球体上の余弦定理，正弦定理としてそれぞれ，

Fig．６ A spherical triangle.
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��������������������������

����
����

�
����
����

�
����
����

が成立する（Fig．６）．

そのため，前述の球体上の赤道から赤道上の方

位角��で進む大円上の点������について正弦

定理から，

������	���
�����

�
������	�

��������

よって，球体上の大円も回転楕円体と同様の条

件式が成立することが分かる．ただし，これはあ

くまで方位角と緯度に関して成立するものであ

り，経度や距離については回転楕円体と球体で同

じ関係があるわけではない．

�の定義関連

ここでは�の定義を説明する．

回転楕円体上で測地線の一点をとり，その点で

方位角�と更成緯度�であったとする．次にそ

の点を補助球面上に�軸に平行に���の方向へ

移し，移動した点（球体上の緯度は更成緯度の定

義そのものであるから�）から方位角�の補助球

体上の測地線（大円）を再度引く（Fig．４）．

このとき，補助球体上でも��������������

が成立するので，補助球体の赤道上から，先ほど

移動した点までの大円の長さを��とする．

補助球体上に移動したこの点と球体上の北極点

及び球体上の大円が赤道と交わる点の三点がなす

三角弧に対して余弦定理を用いると，

������	������������
	
���������

	
�����

よって��������������と定義式が得られる．

（２０）式関連

��������������の 両 辺 を�で 微 分 す る と

��������������
	�
	�
なので，（１９）式とあわせて

	
�

	�
��
�����
��	���	�� ���������

���	������	�� ����

���
��	���	��

を得る．

ここで�が増えれば
�も増えるものとすれば，

符号は正となる．また，��������������と

の定義から，

�
��	���	�� �� 
��	��	���	�

��	

�	
	�

��
�	���	��

と（２０）式を得る．ここでは，積分を行って
�を

求めようとする際に，変数変換を繰り返すこと

で，積分をしやすい形に変換していることに注意

する．

（２１）式関連

（２０）式の���	�を単なる変数�と思い，���

の近くで Taylor展開を行うと，

�
�	�� �� 
�
	�	

	
�

���

�
�

�



�
����


	�
�

�
�
��
�

	�
���

よって

	
�

	�
�� 
�

	���	�
	

�
������
�

�
����



�
�
�������

	�

�
�
����
��
	�

���
ここで，三角関数の次数を落とすために，下記

の式を用いる．

���	��

����	�
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����������	���

�
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�����������
����	��
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�	
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先ほどの式にこれらを代入すると，
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三角関数の同類項でまとめると，
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今�が定数で�も測地線上定数であることに

注意して，�で項別に積分すると（２１）式を得る．
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付録２ 変分法による測地線の条件式の導入

変分法では，一般に以下が成立する．

微分可能な関数 ������	�に対して，

������
�����

��
���� ���

の形になっているとき，�を最小にする
���の

条件とは，

��

�

��
��

��

�
�
� ���

である．ただし，
���

��
���と表記している

（証明は一般の解析学の教科書に譲る）．

今，（６）式より

���� �������

������������
�

�����

���������
�

��
� ��� ��

であるが，��
�
�はそれぞれ独立の変数として

おり，上記には
項はないため，
��

�

��とな

る．
��

�
�
が�によらず一定となるため，ある定数

について

��

�
�
�

�
�
�����

���������

�������

������������
�

�����

���������
�

��
� ���

�

となる．ここで記号の短縮のため

���
�������

��������������
， ���

�����

����������
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とかくと，上記の右式は，

����
��

�� ��
�����

また，Fig．３および（３）式より，

������������
����

�
������	
���������
����

����

���
��
��

これらを二乗して����の項に整理し，�の式

を合わせると，�����������となる．

よって，������������������と測地線の

条件式が導出される．

付録３ プログラミングに適した Vincenty（１９７５）

の計算手法の表記

以下はプログラミングにおける記述のように既

知となる右辺により左辺を算出する形式で記載す

る．

（測地学の第一問題）

所与の条件として，�
��
��
�	
が与えられ

ている．
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ただし，数列�	��は，初項は	
���として，以

下を繰り返し�	��の値の変化が十分小（例えば


�
rad以下）になるまで行う．
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以上を繰り返す．以降，�	��が収束した値を�

と書く．その上で，
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よって�������
�����を得る．

（測地学の第二問題）

所与の条件として，�
��
������が与えられて

いる．

������


����
�	
�������
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ただし�は，上記を第一近似として，以下を

値の変化が無視できるほど微小（例えば�����rad

以下）になるまで繰り返す．
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以上を繰り返し収束したとする．

その上で，


�����������������

����

�

�����
�����
������
���������
��	 
� �

��

�

����
����
�	�����
�������
��
� �

�����	
�������� �
�
�
������������������

����������

�������

������	
�

������	
����	
�����������
	 


�������

������	
�

��	
��������������	
������
	 


よって�������を得る．

ただし，第二問題については対蹠点近くでは収

束しなかったり，値が異なったりする可能性があ

る．

凡 例

� 回転楕円体の長軸の長さ

� 回転楕円体の短軸の長さ

� 回転楕円体における更成緯度（reduced lati-

tude）

� 回転楕円体における測地緯度（geodetic lati-

tude）

� 回転楕円体における経度

� 回転楕円体の扁平率

� 回転楕円体の離心率

�� 回転楕円体の子午線曲率半径

� 回転楕円体上の曲線の長さ

� 回転楕円体上の曲線の方位角

����赤道から測地緯度�までの子午線に沿っ

た距離

�� 回転楕円体上の航程線に沿った距離

� 回転楕円体上の測地線に沿った距離

�� 回転楕円体上の測地線を赤道上まで延伸し

た際の赤道での方位角

	 	�������

� 回転楕円体上の測地線分を補助球上に移し

た大円を赤道と交わる点まで巻きもどし，

その赤道上の点から大円の円弧の終点まで

の弧長角度．また，簡便のため，回転楕円

体上の測地線上の２点について，この弧長

角度を�����で表した際に，その差を

�������で表すこともある．

�� 上記の�����に対して，その中点 ������ ���

を表す．


 
���������������� �
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� 回転楕円体上の測地線分を補助球上に移し

た大円を赤道と交わる点まで巻きもどし，

その赤道上の点から大円の円弧の終点まで

の補助球の経度差．また，簡便のため，回

転楕円体上の測地線上の２点について，こ

の経度差を�����で表した際に，その差を

�������で表すこともある．

�� ���
�����

����������	���
として，一般には卯

酉線曲率半径と呼ぶ．
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