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Abstract

As an elementary approach to scattering problems in ocean acoustics, the fundamental formulations for 

obtaining some expressions of the scattered field are reviewed. Beginning with an overview of the solutions 

to the Helmholtz equation, the scattering of plane waves incident on an infinite circular cylinder and the 

scattering of spherical waves incident on a rectangular surface will be discussed. For both scattering 

problems, the spatial distribution of the scattered intensity was found to vary depending on the ratio 

between the scale of the scatterer, such as the diameter of the cylinder or the size of the rectangle, and the 

scale of the sound field, such as the observed wavelength. Although the results presented in this report are 

approximate solutions under a simplified problem setup, the formulations provide important suggestions 

for applications to real-world scattering problems, such as those characterized by keywords characterized 

as the Rayleigh/geometric scatterings and the Fraunhofer/Fresnel regions.
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1　はじめに
音響測深や音波探査をはじめとする海洋音響観
測は，海中に発せられた音波のはね返りを受信し
て解析することで，海面下にあるさまざまな障害
物の様相を明らかにする．海中では媒質の物理特
性の変化に応じて音波が散乱し，発生した散乱波
のうちある成分が受信機の方向へと伝播する．こ
こで散乱波の強度がもつ空間分布・時間分布は，
入射波の特性や媒質，そして散乱を生じる物体の
特性によって決まる．系を正しくモデル化するこ
とができれば，観測量をもとに海洋中の散乱体を
明らかにすることも原理的には可能である．例え
ば，音響測深機のエコーグラムに記録された後方

散乱強度から，海洋中の微細構造を特徴づける密
度や音速からなる量の推定を行うことも考えられ
る．
本稿は，そのような海洋における散乱のモデル
化を行う上で基礎となる知識をまとめるべく，波
動音響理論に基づき，音波の散乱についての初歩
的な事項をまとめるものである．主としてMorse 

and Ingard （1968） 及びMedwin and Clay （1998） 
に範を取った式展開を行い，いくつかの単純な散
乱問題について散乱音場をモデル化する．本稿の
構成として，まず第 2章では，音波の伝播を考え
る上で基礎となる Helmholtz方程式について触
れ，その解たる音圧の表現方法としていくつかの
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例を導く．続く第 3章では散乱の問題を考え，無
限剛体円柱まわりの散乱についての表現と，平面
まわりの散乱に関する表現を導く．

2　音波の伝播についての表現
2.1 Helmholtz 方程式
海中の音速分布を c≡c(r)とおく．海中を伝播
する音波の音圧 p≡p(r,t)は，次のような波動方
程式に従う．

また，速度ポテンシャルΦ (r,t)を導入し，粒子
速度 u(r,t)が u=−∇Φで表されるとする．音圧と
速度ポテンシャルの間には，密度ρを介して

の関係式が成り立つ．
いま，音圧と速度ポテンシャルの時間依存性を
調和振動 e− iω t（ωは角振動数）の形で変数分離
できるとすれば，音圧についての波動方程式は次
の Helmholtz方程式の形をとる． 

ここで波数 k≡2π/λ=ω/cを用いた（λは波長）．
またこのとき，速度ポテンシャルと音圧の関係を
用いて音圧と粒子速度の間に次の関係式が導かれ
る．

Laplace演算子∇2 は，球面座標系 (r,θ,ϕ)では

と表現される．また，海中での音波の伝播を表現
する際には距離 r，深度 z，方位角θを変数とする
円筒座標系が用いられる場合が多いが，この場合
には次のような表式をとる．

本稿の主題は，Helmholtz方程式の解たる音圧
に適当な近似や境界条件を課し，それぞれの仮定

する状況に応じた具体的な音波の伝播式を見てい
くことにある．本章ではまず，いくつかの単純な
ケースについて Helmholtz方程式の解の表式を得
ることにする．
なお，ある点における音圧 pと粒子速度 uの
比は音響インピーダンス密度 (z≡p/u)と呼ばれ
る．平面波の場合を考え，pの空間依存性が 2次
元極座標系において eikrと表されるとすると，

と求まる．これは特性音響インピーダンスと呼ば
れ，等方的な媒質中を伝播する平面波の議論にお
いて広く用いられる量である．

2.2 Bessel 関数による平面波の表現
円筒座標系，または 2 次元極座標系における

Helmholtz方程式を考える．解がp(r,θ)=R(r)Θ(θ)

と変数分離できるものとし，分離定数を m2，変
数を z=krと置くと，動径方向の方程式は次のよ
うな Besselの微分方程式の形になる．

これを満たす特殊解に Bessel 関数（第 1 種
Bessel関数）及び Neumann関数（第 2種 Bessel

関数）があり（具体的な形は付録 Aを参照），一
般解は両者の線形結合として表現されることが知
られている．
さて，円筒座標系における単色平面波の伝播
を考える．音圧 p(r,t) の空間成分として波数ベク
トル k と位置ベクトル r からなる e ik⋅r の形を仮
定すると，これは Helmholtz方程式を満たす．
いま，k⋅r=kr cosϕ となるように角度 ϕ を導入
し，音圧のスケーリングのため定数 P0 を導入し
て p=P0 e

ik⋅r e−iωt=P0 e
ikr cosϕ e−iωtと書けるとする．

このとき，音圧p(r,ϕ,t) はBessel関数 Jm を用いて，
次のような無限級数の形で表現される（Morse 

and Ingard, 1968, 1.2.9 式，導出については本稿付
録 Bを参照）．
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また，音圧と粒子速度の関係式（2.4）から，
粒子速度の動径方向成分 urは次の計算で求めら
れる．

Bessel関数の次数の符号反転に関する性質（付
録 A，A.10 式）と微分に関する漸化式（付録 A，A.15
式）を用いて計算すると，次が得られる．

ここで得られた音圧と粒子速度を用い，3.1 節で
は，剛体円柱面に平面波が入射する場合の散乱に
ついて扱う． 

2.3 球 Bessel 関数による平面波の表現
3 次元球面座標系における Helmholtz方程式を
考える．解が p=R(r)Y(θ,ϕ)と変数分離できるも
のとし，分離定数を m(m+1)，変数を z=krと置
き換えると，動径方向の方程式は次のような球
Bessel微分方程式の形になる．

これを満たす特殊解に球 Bessel関数（第 1種球
Bessel関数）及び球 Neumann関数（第 2 種球
Bessel関数）がある．証明は省くが，球面座標
系における単色平面波の伝播は，球 Bessel関数
jmと Legendre多項式 Pmを用いて，円筒座標系
の場合と類似の表式をとることが知られている
（Morse and Ingard, 1968, 8.2.1 式）．

2.4 積分方程式による表現
音圧 p(r,t)=ψ(r)e­iω tについて，Green関数を

用いた表式を考える．場に音源があり，Green関
数として球面波 eikr/r を適用するとき，付録 Cの
議論により，音源の外部にある点 rにおける音圧
は次のように得られる（Helmholtz-Kirchhoffの
積分式．Medwin and Clay, 1998, 7.2.17 式）．

ここで，Sは音源（散乱体を含む）を取り囲む閉
曲面を表す．この積分方程式を解いて任意の点に
おける pを求めるには，面 S上の音圧と音圧勾
配を得る必要がある．ところがこれは一般に容易
ではないため，問題に応じて適当な近似解法が用
いられる．
一例として，閉曲面 Sにおける音波のはね返
りが局所的に鏡面反射のように近似できる場合，
すなわち無限平面に入射する平面波の振る舞いと
同一視できるような場合においては，境界面上で
の入射音圧を pi ，散乱音圧を p，反射係数をΓと
置いて面 S上で次の単純な関係式を仮定できる． 

これらを (2.14)式に代入すれば，面 Sの外部に
おける散乱音場が次のように表される．

さらに，反射係数が面 S上で一定と見なせるよ
うな場合であれば，Γを積分の外に出して

と単純化される．このような近似は Kirchhoff近
似と呼ばれる（Medwin and Clay, 1998）．

2.5 Eikonal 近似と音線による表現
音波の伝播を論じる上で，伝播経路を線で表し
た「音線」による近似的な表現が用いられること
も多い．本稿の主題からやや逸れる内容ではある
が，本節で簡単に触れておく．
まず，Helmholtz方程式の解として，ある基準
音速 c0 における波数 k0≡ω /c0 を用いた次の形を
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考える．

このとき，Helmholtz方程式は

となる（海洋音響学会，2004，8.4 式）．ここで高
周波の場合の近似，すなわち k0, k→∞を適用す
ると，上式は

となる．これは Eikonal方程式と呼ばれる．
もとの波動解の波面，すなわち等位相面

k0 ϕ(r)=const.を考えると，波面上では位相の勾
配と波面に沿った微小変位δτとの内積が

となる．そのため，∇(k0 ϕ)は波面と直交する．
ここで，波面と直交するような経路が線素 dlで
構成されていると考える．波数 kを線素 dlに沿っ
たベクトル kで表すこととし，位相 k0 ϕについて
線素 dlに沿った微分をとると次のようになる．

よって，波面の法線，すなわち線素 dlをつない
だ線として音線を定義すると，音波の位相は，音
線に沿った線積分によって得られることがわか
る．

波動解について高周波の極限をとったこの近似
は Eikonal近似と呼ばれる．音波の伝播を考える
上で波動関数を持ち出す必要がなく，音速場さえ
与えられれば幾何学的に伝播の経路を求めること
ができるため簡便である．回折や散乱音圧の強度
分布といった波動論的な対象を定量的に評価する
議論には適用できないが，それらが無視できる場
合においてはきわめて実用的な近似である．

3　初歩的な散乱問題
本章では，2つの初歩的な散乱問題について扱

う．まず 3.1 節では，Morse and Ingard (1968) 8.1
節の議論に倣い，本稿 2.2 節の結果を用いて，無
限の長さを持つ剛体円柱に平面波が入射する場合
の散乱を考える．続く 3.2 節では，Medwin and 

Clay (1998) 7.2節及び7.3節の議論に倣い，本稿2.4
節の結果を用いて，矩形領域で定義された面上に
球面波が入射する場合の散乱を考える．

3.1　平面波による剛体円柱まわりの散乱
3.1.1　問題設定
いま，3次元空間に半径 aの太さをもつ剛体円
柱があるとし，円柱面まわりの散乱について考え
る．簡単のため円柱の長さは無限大とし，円柱に
直交する 2 次元平面 (r,ϕ)上での音波の振る舞
いを見ることにする．この平面上では円柱の外周
は円 r=aとして表現される．この系の模式図を
Fig. 1 に示す．また，音波の伝播にあたって媒質
による損失は無視できるものとする．

3.1.2　入射波と散乱波
円柱が存在しない場合には，空間を伝播する単

Fig. 1.  Schematic for the problem of Section 3.1, the 
modeling of the scattered field around an infinite 
cylinder by an incident plane wave. The 2-D plane 
(r,θ) transects the infinite rigid cylinder with 
radius a. The circle represents the cross-section 
of the cylinder. The incident plane wave eik⋅r 
travels towards the right of the figure.

図 1． 3.1 節の散乱問題における系の模式図．半径 aの
無限剛体円柱を横切る 2 次元平面上に視点を
取っている．図中の円は円柱の断面を表す．円
柱に入射する平面波 eik⋅rは図中右方へ進行して
いる．
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色平面波の音圧 piと動径方向の粒子速度 uirは2.2
節に倣って次のように表される．

円柱が存在すると，この平面波に加えて散乱波が
生じることになる．散乱波の音圧 psを 2次元極
座標系における一般的な進行波の形で仮定するべ
く，Morse and Ingard（1968）8.1 節に倣って，
天下り的に次のように与える．

ここで，Hm
(1)は第１種Hankel関数Hm

(1)≡Jm + iNm，
Am は未知係数である．この式は，平面波を
Bessel関数による級数展開で表した 2.9 式の類推
とも言えるものであり，また Besselの微分方程
式の解の基本形が Bessel関数と Neumann関数
の線形結合で表現されることとも対応した表現と
なっている．この散乱波の粒子速度の動径方向（円
柱面法線方向）成分 usrは，2.2 節の議論及び
Hankel関数の次数の符号反転と微分についての
性質（付録 A）を用いて，次のように求められる．

3.1.3　境界条件の適用
ここで，入射波と散乱波をつなぐ境界条件とし
て，円柱の表面 |r|=aにおいて入射波と散乱波そ
れぞれの法線方向の粒子速度の和が 0，すなわち

が成り立つとする（Morse and Ingard, 1968）．そ
して uirと usrの各項で和が 0 になるとすると，
Amを解くことができ，次のように求まる．

3.1.4　解の変形
Morse and Ingard (1968)に倣い，複素数値関
数である解 Amを振幅成分と位相成分に分けた形
で表現する．まず，γmを次のように定義する．

これらを用いれば，Amに現れる Bessel関数と第
1種 Hankel関数の商は次のように単純化される．

よって，Amは

となる．さらに，∊0≡1,∊m≡2 (m∈ℕ )なる∊m

を用いれば，Amは m=0 の場合も含めて次のよ
うな単純な表式となる（Morse and Ingard, 1968, 
8.1.2 式）．

以上の議論から，散乱音圧 psは次のように求め
られた．

3.1.5　散乱音圧の漸近形
上で求めた散乱音圧 psの空間分布を具体的に
調べるべく，簡単のため遠距離領域における ps

の漸近形を求めることにする．krが十分に大き
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機器について考えることとし，音速を 1500 m/s

と仮定すれば，波長λはそれぞれ 125.0 mm，
16.7 mm，3.75 mmと求まる．対象物のサイズが
十分に小さい，または大きいと見なせる状態とし
て，ka = 0.4 及び ka = 9 の 2つの状態について考
えることにし，対応する aの値を求めることにす
る．aとλの関係性から，それぞれ次のように求
まる．

3.1.7　 後方散乱におけるインテンシティの周波数
依存性（Rayleigh散乱と幾何散乱）

次に，ϕ =π，つまり後方への散乱強度に関す
る波長依存性を調べる．|ψs (π)|2 を正規化せずに
プロットした結果を Fig. 3 に示す．kaが十分小
さい（対象物のサイズに対して波長が長い）とき
には両対数グラフ内で線形，すなわち冪乗則に
従った推移を見せることがわかる．一方，kaが
大きくなるにつれて |ψs (π)|2 の増大は頭打ちと
なり，ka ~ 1 においては振動するような挙動を示
した後，ka ~ 10 を越える頃にはほぼ一定値に漸
近していく．kaが十分小さい場合の散乱は一般
に Rayleigh散乱と呼ばれ，反対に kaが十分大き
い場合は幾何散乱と呼ばれる（Medwin and Clay, 

1998）．Rayleigh散乱領域では散乱波のインテン
シティは著しい周波数依存性を示す．そのため，
観測波長よりもきわめて小さいスケールをもつ対
象の観測は非常に困難となる．
3.1.6 の議論と同様，音速を 1500 m/sとし，発
振周波数 12 kHz，90 kHz，400 kHzの音響測深機
を用いる場合を仮定して，Rayleigh散乱と幾何散
乱に対応する典型的なスケールを考えることにす
る．ka ~ 0.1 及び ka ~ 10 を満たすような aを求
めると，それぞれ次のようになる．

い場合を仮定し，第 1種 Hankel関数の漸近形

を用いることにすると，遠距離音場における散乱
成分の音圧と粒子速度は次のように表される．

これらを用いて散乱成分の複素音響インテンシ
ティ Is≡ps̄ usr /2 を計算すれば，

と求まる（Morse and Ingard, 1968, 8.1.3 式）．

3.1.6　インテンシティの角度依存性
インテンシティの角度依存成分 |ψs (ϕ)|2 の形
状を観察する．ここで，|ψs (ϕ)|2 を正規化して
最大振幅を 1とし，異なる kaのもとでプロット
した結果を Fig. 2 に示す．kaの大小，すなわち
円柱の半径と音波の波長の大小関係によって，分
布の形が変化する．いずれの図も左側（ϕ=π）
から平面波が入射しており，kaが小さい（対象
物のサイズに対して波長が長い）ときには後方
（ϕ=π）への散乱成分が多く含まれる一方，ka

が増加するにつれ前方（ϕ=0）へ向かう成分の
割合が多くなっていくことが読み取れる．
ここで，音源として音響測深機を用いた場合の，
剛体円柱の半径 aの典型的な値の範囲について求
めてみる．まず，入射波の周波数として，音響測
深機に一般的に採用されている ～ 10 − 100 kHz

オーダの帯域を想定する．発振周波数がそれぞれ
12 kHz，90 kHz，400 kHzであるような 3種類の
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Fig. 2.  Angular distribution of the scattered field intensity around the rigid cylinder by incident plane wave for different 
ka (ratio of the cylinder circumference to the wavelength). Note that the intensity is normalized so that the 
maximum value is 1. The ϕ=0  is oriented in the direction to the incident wave travels.

図 2． 平面波による剛体円柱面まわりの散乱場について，インテンシティの角度分布を表した図．最大値が 1とな
るよう正規化している．また，ϕ=0 が入射波の進行方向を向くように角度をとっている．
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用いて，矩形面上で生じる散乱波の音圧を導くこ
とを考える．いま，3次元直交座標系内に，x− y

面上の矩形領域で定義された面 Sを次のように
設定する．

この面Sは z軸方向にわずかに凹凸を伴っており，
その高さが z=ζ(ξ,η)である．また，点音源が
位置 r1 にあるとし，面 S上で生じた散乱波を位
置 rで観測することとする．r1 及び rの原点から
の距離をそれぞれ r1 , rで表し，z軸となす角の補
角をそれぞれθ1,θとおく．また，rを x− y面上
に射影したときの x軸からの回転角をϕとおくこ
とにする．r1 についても同様にϕ1 を定めるが，
r1 は x軸の直上にあることとし，ϕ1=πとする．
r1 及び rの座標値は次のようになる．

この系の模式図を Fig. 4 に示す．

ここから，深海用の測深機（～ 10 kHz）を用い
た場合には，半径 10 mm程度以下の物体に対し
ては Rayleigh散乱が生じ，半径 100 mm程度以
上の物体に対しては幾何散乱が生じることが考え
られる．浅海用の測深機（～ 100 kHz）を用いた
場合には，それぞれ aのスケールが 1 – 2 桁程度
小さくなり，半径 0.1 mm程度以下であれば
Rayleigh散乱，半径 1 mm程度以上であれば幾何
散乱となることが考えられる．

3.2　球面波による矩形面上の散乱
3.2.1　問題設定
2.4 節で示した Helmholtz-Kirchhoffの積分式を

Fig. 3.  The ka-dependence cur ve of the backscatter 
intensity |ψs (ϕ=π)|. The ka represents the 
ratio of the circumference of the target cylinder 
to the wavelength. The backscatter intensity 
asymptotically approaches a constant value for 
sufficiently large ka (geometric scattering). In 
t h e  o p p o s i t e  c a s e ,  t h e  p o w e r  l a w  w e l l 
approximates the intensity (Rayleigh scattering).

図 3． 後方散乱インテンシティ |ψs (ϕ=π)|の ka依存
性．横軸 kaは観測波長に対する円周の比を表す．
kaが十分に大きい領域ではインテンシティは漸
近的にある一定値へ近づく（幾何散乱）．反対に，
kaが十分に領域ではインテンシティは冪乗則で
よく近似される（Rayleigh散乱）．

Fig. 4.  Schematic for the problem of Section 3.2, the 
modeling of  the scattered f ield around a 
rectangular sur face by an incident spherical 
wave. The surface S is defined over a rectangle 
on the x−y plane. The surface irregularity in the 
z-direction is represented by the function ζ(x,y). 
The vector σ=(ξ,η,ζ) represents the position of 
the surface facet dS. The source and the receiver 
are located at r1 and r, respectively.

図 4． 3.2 節の散乱問題における系の模式図．x−y平面
の矩形領域で定義された面 Sについて，z方向の
凹凸はζ(x,y)で表される．ベクトルσ=(ξ,η,ζ)
は面 S上の微小領域 dSの位置を示す．
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これによって，2つの距離の和は

となる．
一方，2つの距離の積は緩やかに変化することか
ら r1 rで置き換えられるものとし，また，法線微
分はζ方向偏微分で置き換えられるものとする．
すなわち，次のとおり置き換えを行う．

このとき，散乱場は次のような表式になる．

ある面 S上で生じる散乱を Kirchhoff近似を用い
て 記 述 し た こ の 式 は，Helmholtz-Kirchhoff-

Fresnel積分と呼ばれる（Medwin and Clay, 1998, 
7.2.31 式）．

3.2.2　散乱場の積分表現
音源からは球面波が発せられるものとし，その
音圧を

で表す．ここで，P0 はスケーリングのための係数，
Dは音源の指向性を表すものとした．なお，媒質
による伝播損失は無視できるものとする．
面 Sにおける境界条件として，2.4 節に示した

Kirchhoff近似が成り立つとする．すなわち，散
乱波の音圧及び音圧勾配は入射波の音圧及び音圧
勾配にそれぞれ比例し，その比例係数は面上一定
の反射係数Γで与えられるものとする．このとき，
散乱場たる音圧は，2.17 式により

と表される．ここで，σは面 S上の点であり，次
のように表しておく．

3.2.3　被積分関数の近似
ps(r)の被積分関数を構成する 2 点間の距離 

|r1−σ|と |r−σ|について，展開するとそれぞれ
次のようになる．

いま，r1,rは面 Sから十分離れているとし，面 S

上のベクトルσの要素は微少量と見なせるものと
する．ξ,ηは 2次まで，ζは 1次まで許容してそ
れぞれ近似を取ることにする．すると，次のよう
に簡略化される．
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極限を取ればよい．ここで Fresnel積分は

となることが知られているから，これを用いると
散乱場は次のようになる（Medwin and Clay, 

1998, 7.3.10 式の変形版）．

Fig. 5.  Schematic for the special case of Fig. 4. Now the 
source and receiver are in the same position on 
the z-axis. The rectangle is replaced by a square 
with a side length of w.

図 5． Fig. 4 の系の特殊な場合を表した模式図．音源
と受信機は z軸上の同一の場所にあるとし，矩
形領域は一辺の長さが wの正方形で置き換えら
れている．

3.2.5　Fresnel領域と Fraunhofer領域
いま，一辺の長さが wの正方形領域による散

乱音場と，無限平面による散乱音場の音圧の比を
とることを考える．

これをプロットすると Fig. 6 のようになる．Fig. 

6 の横軸は正方形の大きさ w，波長λ及び散乱面
から観測点までの距離 rの関数となっている．グ
ラフの形を見ると，wが√λ̄rに対して十分小さい

3.2.4　平面上で生じる後方散乱の計算
この問題の特殊な場合として，音源と観測点の
場所が同一かつ z軸上にあり，面 Sが平面と見な
せる場合を考える．これは例えば，海洋中に分布
する密度境界面を直上から音響測深機等で観測す
るといった状況に相当する．この系の模式図を
Fig. 5 に示す．このとき，

となる．また，音源の指向性は D=1 としておく．
Helmholtz-Kirchhoff-Fresnel積分にこれらを代入
すると次のようになる．

ここで，Fresnel積分

を導入する．これらを用いれば，先の積分は次の
ようになる．

よって，ここで定義した関数 I を用いて，
Helmholtz-Kirchhoff-Fresnel積分は次のように書
き表される（Medwin and Clay, 1998, 7.3.7 式の変
形版）．

平面が無限に広がっている場合は，wx ,wy→∞の
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ルを求める．3.1 節で示した例と同様，発振周波
数が 12 kHz，90 kHz，400 kHzの 3種類の機器を
仮定し，音速を 1500 m/sとする．観測対象物の
スケールとして一辺 5 m の正方形を考え，
w/√λ̄r =10 となるような r を求めると次のよう
になる．

この結果から，深海用の測深機（～ 10 kHz）の
場合には観測対象物までの距離が数 m程度でな
ければ無限平板と同一視できない一方，浅海用の
測深機（~ 100 kHz）の場合には，観測対象物ま
で数十 m離れても，5 m四方の正方形であれば
無限平板と同一視できることがわかる．次に，観
測対象物までの距離を 100 mに固定し，w/√λ̄r 

=10 となるような w を求めると，次のようにな
る．

すなわち，観測対象まで 100 m程度離れている
場合，深海用の測深機（～ 10 kHz）については
観測対象物のスケールが一辺数十 m以上でなけ
れば無限平板と同一視できないが，浅海用の測深
機（～ 100 kHz）の場合は数m程度の大きさであっ
ても無限平板と同一視できることがわかる．

4　おわりに
本稿では，海洋音響学における散乱問題を扱う
上で基礎的な示唆を与えるような，初歩的な表式
のみを取り扱った．実際の問題に適用するために
は，音波の伝播損失や，散乱体が非剛体であるこ
とによる効果，回折の考慮など，さまざまな改良
が求められる．本稿の参考文献にはそのような応
用的な諸要素も豊富に収録されており，今後，実
観測データの定量的解析といった具体的な散乱問
題を扱う折には，引き続きレビューを行っていき
たい．

ときには冪乗則でよく近似でき，w ～ √λ̄rから
w ～ 10 √λ̄r程度の間は 1のまわりを振動し，w

が√λ̄rに対して十分大きくなると 1に漸近するこ
とがわかる．音圧の比が 1というのは，正方形領
域が無限平板と同一視できることを意味する．波
長が短い場合や rが小さい場合は，正方形領域の
サイズがそれほど大きくなくとも無限平板と同一
視できるようになる．冪乗則が成り立つ領域は
Fraunhofer領域と呼ばれ，その外側は Fresnel領
域と呼ばれる（Medwin and Clay, 1998）．なお，
本稿の議論では矩形領域の端部での回折を考慮し
ていないため，現実の問題を扱う上では改良が必
要である．
一例として，音響測深機の周波数帯（～ 10 −
100 kHz）における，Fresnel領域の典型的なスケー

Fig. 6.  The intensity ratio of the scattered pressure over 
the square with length w on the side to that over 
the infinite plane. The horizontal axis w/√‾λr 
represents the scale of the scatterer normalized 
by the wavelength and the distance from the 
receiver. The scattered field is asymptotically 
identical to that on an infinite plane when the 
scale w/√‾λr is sufficiently large (Fresnel region). 
Conversely, in the Fraunhofer region, the power 
law well approximates the intensity ratio.

図 6． 無限平面による散乱音圧に対する，一辺の長さ
が wの正方形による散乱音圧のインテンシティ
の比．横軸 w/√‾λrは観測波長と観測点からの距
離で規格化した散乱体のスケールに相当する．
このスケールが十分に大きい場合，正方形上の
散乱場は無限平面上の散乱場と同一視できる
（Fresnel領域）．他方，Fraunhofer領域におい
てはこのインテンシティ比は冪乗則でよく近似
される．
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ここで，Hm
(1)は第 1 種 Hankel関数，Hm

(2)は第 2
種 Hankel関数とそれぞれ呼ばれる．

A.2　次数の符号反転及び微分に関する性質
非負整数次の Bessel関数について，次数 mの
正負を反転した際の振る舞いを見る．

であるが，Gamma関数は非正整数に 1位の極を
もつため，μ+k+1 ≤ 0 の場合においては

となる．これを考慮すると，

である．なお，途中 s≡−m+kの置き換えを用いた．
よって，Bessel関数は次数の符号反転について
次の性質をもつことが確かめられた．

また，非負整数次の Bessel関数の定義から，
Bessel関数の微分に関して次の 2 つの式が導か
れる．
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付　　録
付録 A　�Bessel 関数，Neumann 関数及び

Hankel 関数とその性質
A.1　関数の定義

Besselの微分方程式（2.8 式）の解の基本形を
R(z)=c1 Jm(z)+c2 Nm(z)   (c1 , c2 ∈ ℂ )と置くとき，  
Jmと Nmを次のように表現できることが知られて
いる．

Jmは m次の Bessel関数（第 1 種 Bessel関数），
Nmはm次の Neumann関数（第 2種 Bessel関数）
である．mが非負整数のときは，Bessel関数に
ついては Gamma関数Γ (m+k+1)が階乗 (m+k)!

で置き換えられ，また Neumann関数については
次数の極限をとることで，次のように表現される．

Hankel関数は，Bessel関数と Neumann関数の
線形結合として次のように定義される．
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指数関数のMaclaurin級数展開により，次のよう
に表すことができる．

ここで，添え字を m≡ l−kと変換すると，

これは Laurent級数展開の形になっているので，
その係数を Jm(z)とおくことにする．Jm(z)は m

次の第 1種 Bessel関数になっている．

なお， 関数 gの定義から

であるから，（B.4）式の右辺について

が成り立つことになる．このようにしても，（A.10）
式と同様の次数の符号反転についての性質

が確かめられる．
さて，g(z,t)に z=kr, t=ieiϕを代入する．すると，

（B.4）式の左辺は次のようになる．

また，（B.4）式の右辺について，−∞≤ m ≤∞を
−∞≤ m ≤ 1, m=0, 1 ≤ m ≤∞の３つの範囲に分解
して添字の符号反転の性質を用いれば，

これら 2式より，次の関係式が示される．

辺々足し合わせれば，Bessel関数の微分につい
ての関係式が次のように求まる．

ここでは示さないが，次数の反転や微分につい
ては Neumann関数も Bessel関数と同様に振る
舞うことが知られている．

そのため，第１種及び第 2種 Hankel関数につい
ても同様の規則が成り立つことがわかる．

付録 B　平面波の Bessel 関数による展開
単色平面波 eikr cosϕ の円筒座標系における部分波

展開である（2.9）式を導出する．まず，関数 g(z,t)

を次式で定義する．
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Fig. 7.  Schematic of the integral domain for deriving the 
Helmholtz-Kirchhof f integral. The sur face S 
represents the scatterer. The source and receiver 
positions are enclosed by sur faces Ss and Sr, 
respectively. The direction of the normal vector n 
is selected toward the inside of the hatched 
integral domain.

図 7． Helmholtz-Kirchhoff積分を導出するための積分
領域の模式図．面 Sは散乱体を表す．音源と受
信機の存在する点はそれぞれ面 Ssと面 Sr で囲
まれている．法線ベクトル nの向きは網掛けさ
れた積分領域の側を向くように選択している．

さて，2 つのスカラー場として， Helmholtz方
程式の解たる未知の音圧 p=p(r) と，同じく
Helmholtz方程式の解である球面波 eikr/r を考え
る．いま，点 r=rs に音源があり，音源から発せ
られた音波が閉曲面 Sで散乱し，点 r=rr で観測
されるという状況を考える．音源の周囲を閉曲面
Ssで囲み，観測点の周囲を閉曲面 Srで囲む．そ
して，Ss，Sr及び Sを取り囲む大きな閉曲面 S∞
を設定する．積分領域を Fig. 7 のようにとり，面
の法線方向を Ss，Sr及び Sについては外向き，
S∞上では内向きにとることにすると，次式が成
り立つ．

と変形できる．よって，Bessel関数を用いた単
色平面波の級数展開

が示された．

付録 C　Helmholtz-Kirchhoff の積分式
ある閉曲面 Sで囲まれた領域 Vを考える．nを

S上の法線ベクトルとしたとき，ベクトル場 Fに
ついて，Gaussの発散定理が次のように成り立つ．

いま，Helmholtz方程式 (∇2+k2 )u=0 の解であ
る 2つのスカラー場 u1 と u2 を仮定し，ベクトル
場 u1 (∇u2 )を作ってこれに発散定理を適用する
と，

これは u1 と u2 を入れ替えても成り立つから，
辺々引いて次の式を得る．

∇u⋅nを面S上の法線微分−∂u/∂nで書き換えると，
次の式が導かれる． 
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が満たされるような物理条件（Sommerfeldの放
射条件）を仮定すると，S∞上面積分の項を 0 と
できる．以上の議論により，p(rr)についての積
分方程式（Helmholtz-Kirchhoffの積分式）が次
のように得られる．

この式から，散乱体表面における音圧と音圧勾配
が分かれば，散乱体外部の任意の点における散乱
音場を求めることができる．またこの式は，ある
面から発生した球面波を観測点で合成することに
より波動場を得るというものになっており，この
場合における Huygensの原理の数学的表現にも
なっている．

要　　旨
海洋音響学における散乱問題への初歩的なアプ
ローチとして，いくつかの散乱音場の表式を得る
ための基本的な定式化についてレビューする．
Helmholtz方程式の解の概観から始まり，無限円
柱への平面波の入射による散乱と，矩形面への球
面波の入射による散乱について概観する．いずれ
の散乱問題についても，円柱の直径や矩形のサイ
ズといった散乱体のスケールと，観測波長といっ
た音場のスケールとの比に依存して，散乱強度の
空間分布が変化する様子が導かれた．本稿の結果
はいずれも単純化された問題設定の下での近似解
であるが，Rayleigh散乱と幾何散乱，Fraunhofer

領域と Fresnel領域等のキーワードによって特徴
づけられる現実の散乱問題への応用に際して，重
要な示唆を与える定式化であるといえる．

いま， dSr=a2dΩと書き a→ 0の極限をとると，Sr

上面積分は

となる．また， dSs=∊2dΩと置いて∊→ 0の極限を
考えることとし，点 r=rs における音圧を
l
ϵ → 0
im p(r)=psと置けば，Ss上面積分は

となる．S∞については，dS∞=r2dΩと置いて r→∞
の極限を考えると，S∞上面積分は

である．ここで，積分領域を半径 rの球面上にとっ
ても一般性を失わないことから，法線微分∂/∂n

を動径方向の微分∂/∂rに置き換えた．（C.8）式
をさらに展開すると

となるが，無限遠における音圧 l
r→∞
im p(r)による影

響を無視するものとし，さらに無限遠における漸
近的な振る舞いとして
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